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1. Introduction 

On définit l'invariant de Hasse-Witt d'une variété algébrique X projective et lisse sur un 
corps parfait de caractéristique > comme le rang stable du Probenius absolu agissant sur 

Soit X une variété définie sur Z avec det(lî^) ~ Ox- On s'intéresse ici aux invariants de 
Hasse-Witt des variétés obtenues par réduction de X modulo un nombre premier. 

On sait, d'après le théorème de décomposition de Bogomolov (voir [Bea831 Théorème 1]), 
que toute variété (lisse) complexe compacte kàhlérienne avec ci{X) = € HdR(X, C) est à un 
revêtement étale fini et à un isomorphisme près un produit 

Txl[Y,xllZj 

iei jeJ 

où 

• T est un tore complexe, 

• Yi est une variété de Calabi-Yau, c'est-à-dire, Yi est projective, simplement connexe (de 
dimension ^ 3) et H" [Yi , Oy. ) = C © Cui où coi est une forme différentielle de degré 
dim(l^) partout non nulle, 

• Zj est symplectique irréductible, c'est-à-dire, Zj est simplement connexe et H°(Zj,J]^,) = 
C[r2j] où fij est une 2-forme partout non dégénérée. 

On a très peu d'exemples de variétés symplectiques irréductibles. Beauville a constuit deux 
familles de variétés symplectiques (irréductibles) de dimension 2m (pour tout entier m ^ 1) : 
l'une est le schéma de Hilbert « des points » S'f"^' d'une surface K3 S ([Bea83, Théorème 
3]) et l'autre est la varitété de Kummer généralisée Kfn{A) d'une surface abélienne A qui par 
définition est la fibre au-dessus de du morphisme d'Albanese de ([Bea83, Théorème 

4]). O'Grady a construit deux autres familles d'exemples : l'une une famille de variétés de 
dimension 10 ( |0'G99] ) et deuxième nombre de Betti égal à 24 ([Rap08') et l'autre une 
famille de variétés de dimension 6 et deuxième nombre de Betti égal à 8 ( [O'G03j ). 

On sait peu de choses des invariants de Hasse-Witt des réductions modulo un nombre premier 
des variétés abéliennes et des variétés de Calabi-Yau. On sait toutefois, qu'étant donné une 
courbe elliptique E sur Q, ses réductions modulo un nombre premier ont un invariant de 
Hasse-Witt nul pour une infinité de nombres premiers ([Elk87j) et on montre facilement que 
la surface de Kummer associée à iï^ x iï^ a la même propriété. 
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On obtient le résultat suivant. 

Théorème 1.1. — Soient K un corps de nombres et Ok l'anneau des entiers de K. On 
note K une clôture algébrique de K et on fixe un nombre premier l. Soit X une variété 
symplectique irréductible polarisable sur K. Soient f : X ^ Spec(C'i^) un modèle entier de 
X et V un ensemble fini de places non archimédiennes de K tel que f soit lisse au-dessus 
de l'ouvert Spec(C'i^[V~^]) de Spec(Oii-). On suppose ou bien rang(NS(X (g) K)) ^ 2 ou bien 
dimQ^(H?^(X K,Qi)) pair. Il existe alors un ensemble E de places finies de K de densité 
> tel que pour tout v E S\ V l'invariant de Hasse-Witt de soit non nul. On peut supposer 
la densité de S égale à 1 quitte à remplacer K par une extension finie L de K convenable. 

Ogus a démontré un résultat analogue pour une surface abélienne quelconque ( |DMQS821 
Exposé VI]). Joshi et Rajan ( |JR01) ) puis Bogomolov et Zahrin ( |BZ09j ) ont démontré 
l'énoncé ci-dessus lorsque dim(X) = 2, autrement dit lorsque X est une surface K3, auquel 
cas b2{X) = 22. On utilise ici les mêmes outils. 

Soient X une variété symplectique irréductible définie sur un corps premier Fp de ca- 
ractéristique p et O S ïl^{X, f^^) \ {0} {ft est par définition fermée). On montre facilement que 
l'invariant de Hasse-Witt de X est non nul si et seulement si C(0) 7^ ori C désigne l'opération 
de Cartier. On fixe un nombre premier i ^ p. On montre ensuite, à peu de choses près, que si 
la valuation p-adique de l'une des valeurs propres du « Frobenius géométrique » agissant sur 
H|^(X (g) Fp, Q^) est nulle alors C(0) 7^ et l'invariant de Hasse-Witt de X est donc non nul. 
On conclut avec un énoncé du type théorème de densité de Cebotarev dû à Serre. 

On démontre au passage le résultat suivant (voir également [And96j [Theorem 1.6.1] pour 
un résultat analogue dans le cas ■« global »). 

Théorème 1.2. — Soit X une variété symplectique irréductible polarisable définie sur un 
corps de nombres K . On note K une clôture algébrique de K. On fixe un nombre premier l 
et on considère la représentation p : Gal{K/K) — > GL(H?^.(X (g) K, Q^)). On suppose ou bien 
rang(NS(X (g K)) ^ 2 ou bien dimQ^(H?^(X (g K, Q^)) pair. Il existe alors un ensemble fini V 
de places ultramétriques de K tel que, si v est une place finie de K et v ^ V alors p est non 
ramifiée en v et l'élément de Frobenius en V F^^p G GL(H?t(X (g K, Q^)) est semi-simple. 

Remerciements. — Je remercie D. Huybrechts de m'avoir indiqué que [And96) contient une 
démonstration de l'énoncé de la conjecture de Tate pour les variétés simplectiques irréductibles 
sur les corps de nombres sous la seule hypothèse 62 ^ 4 alors que dans une précédente version 
de ce texte j'en donnais une démonstration (incomplète par ailleurs) dans le cas particulier 
(auquel André se ramème) 011 le rang du groupe de Néron-Severi est ^ 2. 



2. Notations et rappels 

2.1. — On se donne un corps k et on fixe une clôture algébrique k de k. On appelle variété 
(algébrique) sur k ou k-variété (algébrique) un schéma de type fini sur k. Soit X une /c- variété. 
On notera X ®k\e produit de X et Spec(Â:) au-dessus de Spec(/c). 

Définition 2.1. — On dit qu'une A:-variété X lisse est symplectique si X est géométriquement 
intègre et s'il existe une 2-forme fermée Vt € H'^(X (g ^,0^^^) qui est non dégénérée en tout 
point. On dit qu'une variété symplectique X propre sur k est symplectique irréductible si 
dim^(H"^(X (g k,Ox^k)) = et dim^(H''(X (g Â!,r2^^^)) = 1 ou, ce qui revient au même, si 

dimfc(Hi(X,Ox)) = et d\uik{^\X,Q.\)) = 1. 
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Remarque 2.2. — Soit X une variété propre et lisse sur k. On suppose X symplectique (en 
particulier géométriquement intègre). On sait bien qu'on a 

R\X ~k, 0^^^) ~ hO(x, nj^) k 

et 

oii l'on a posé ZQ,^ = Keï{dx '■ ~^ ^x)- déduit que l'application polynomiale 

H°(X, Çlx) n^"^ G H°(X, Ox) ~ A; où 2m = dim(X) n'est pas identiquement nulle puis- 

qu'elle ne l'est pas après extension des scalaires à Â! et que sa rectriction à H''(X, ZQ?jç) ne l'est 
pas non plus. Il existe donc une 2-forme fermée € H'^(X, il^) non dégénérée en tout point. 

2.2. Théories cohomologiques. — On se donne un corps k de caractéristique p ^ 0, une 
variété X propre sur k et on fixe une clôture algébrique k de k. 

On suppose /c = C et on se donne un anneau de coefficients A. On note alors Hg(X, A) la 
cohomologie singulière de l'espace analytique complexe X{C) à coefficients dans A. 

On se donne un entier premier i ^ p. On note H|^.(X, Z^) := lim H|^(X, Z/f^Z) et 

H|^(X, Q^) := H|^(X, Z^) (8)z^ les groupes de cohomologie ^-adique à valeurs dans Z^ et 
respectivement. 

On suppose k parfait et p > 0. On note W = W{k) l'anneau des vecteurs de Witt de k, Kq 
son corps des fractions et }î'j.^^{X /W) la cohomologie cristalline de X. 

On sait que lorsque X est projective et lisse sur k (comme ci-dessus), Hg(X, Q), H*^(X (g) 
k, Qi) et }î'j.ig{X /W) <Siw Ko sont des algèbres anti-commutatives graduées de dimensions finies 
sur Q, et Kq respectivement et qu'on a une formule de Kûnneth, une dualité de Poincaré, 
des théorèmes de Lefschetz faible et fort et enfin des applications cycle. 

On a également des structures supplémentaires sur chacun de ces groupes de cohomologie. On 
suppose k fini de cardinal q = p"" {a > 0). On note F^hs : X ^ X le Frobenius absolu. Il agit sur 
par fonctorialité sur H*j.jg(X/iy) ; F^^is ^ëit linéairement sur H*j.jg(X/VF) et }î*j.^g{X/W) Kq. 
On notera K^^r) pour r € Z le Kq espace vectoriel de dimension 1 sur Kq sur lequel F^^^ agit 
par multiplication par q^' et pour tout iro[i^]3g]-module V, on note V{r) := V Ç^Ko ^^{r). 

On suppose k quelconque (et £ ^ p) ; le groupe de Galois absolu Gal(Â;/A;) agit sur H*^.(X (g> 
kjZg) et H*^(X (g) A;, Q^) par transport de structures. On considère les Gal(Â:/A;)-modules 
Z/rZ(l) := tiin{k), Zill) := hmZ/rZ(l) et Q^(l) := Z^(l) Oz, (le module de Tate 

^-adique). On note aussi, pour r ^ 1, Z^(r) := Zg^l)'^'^ (resp. Qe{r) := Q^i^l)'^^), et en- 
fin V{r) := V ^^(r) (resp. V{r) := V (gq^ Qf(^)) pour tout Z^[Gal(Â;//i;)]-module (resp. 
Q^[Gal(^/A;)]-module) V. 

On suppose k = C. On rappelle que les groupes H3(X, Z) (m ^ 0) portent une struc- 
ture de Hodge entière pure de poids m. On note, pour r ^ 0, Z(r) la structure de hodge 
entière de poids 2r, de type (— r, — r) avec Z(r)c = C et Z(r)z = 2i7rZ C C. On note 
aussi Hg(X, C)(r) la structure de Hodge Hg(X, C) ®z Z(r) correspondante. On note enfin 
îi^iX, Q)(r) := Hg^(X, (2i7r)''Q) C B'giX, C) (r ^ 0). On rappelle aussi que, par le théorème 
de comparaison ([s ga73t Exposé XI]), on a un isomorphisme Hg (X, Q^) ~ Hét(X, Q^), qui in- 
duit, via l'exponentielle, des isomorphismes Hg(X, Q£)(r) ~ Hét(X, Q^)(r) (voir [DMOS821 
I.l]). 

On suppose k quelconque. On note H(Jr(X, fc) la cohomologie de de Rham de X sur k, 
c'est-à-dire l'hypercohomologie (pour la topologie de Zariski) du complexe de de Rham Q^. 

On note enfin H*(X, /") la cohomolgie du faisceau de groupes abéliens pour la topologie 
de Zariski. 
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2.3. Invariant de Hasse-Witt. — Soient k un corps parfait de caractéristique p > et cr 
l'automorphisme de Probenius de k. Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur k et (p 
un endomorphsime cr-linéaire de V. On a une décomposition en somme directe V = Vgs (B Vnii 
où Vss = (^i^o^^iV) et Vnil = Uij.oKcr ; les espaces vectoriels Vgs et Vnii sont F-stablcs, la 
restriction de F à Vgs est bijective et sa restriction à Vnu est nilpotente. On appelle rang stable 
de (p la dimension de Vgg sur k. On remarque que le rang stable de V sur k est égal au rang 
stable de V ^k sur k. 

Soit X une variété algébrique de dimension d propre sur k. On note Fabs ■ X —?■ X le 
morphisme de Frobenius absolu. On appelle invariant de Hasse-Witt de X (sur k) le rang 
stable de Fabs agissant sur ïl'^{X,Ox)- On note â l'automorphisme de Probenius de k et 
Fshs : X (S)k ^ X k le Frobenius absolu. On a bien sûr un isomophisme H'^(X k, Cx(gifc) — 
}i'^{X,Ox) k tel que Fabs = Fahs ® k, et l'invariant de Hasse-Witt de X (sur k) est donc 
égal à celui de X (g) (sur k). 

3. Quelques préliminaires 

On considère dans tout ce paragraphe un corps parfait k de caractéristique p > 0. 

3.1. Opération de Cartier. — Soit X une variété algébrique lisse sur k de dimension 
dim{X) = d. On note a l'automorphisme de Frobenius de k et Fabs ■ X ^ X le morphisme 
de Frobenius absolu. On rappelle qu'il existe un unique isomorphisme (j-linéaire d'algèbres 
graduées 

tel que C~^{s) = si s G Ox et C~^{dxs) soit la classe de s^'^dxs {W{^*x) désigne la 
coliomologie en degré i du complexe ^x) ! ^ appelé l'opérateur de Cartier. 

On note Bn^^ = dx^x^ et ZÇl^^ = Kei{dx : ^ ^x^) pour tout i e {0, . . . , dim(X)} ; ce 
sont des faisceaux de groupes abéliens. On note encore C l'application induite par l'opérateur 
de Cartier 

On rappelle enfin que l'application /c-linéaire 

Fa!os*ZÇtx = Fabs*Wj5s: = Fabs*-Pibs^^ ~^ 

est une « application trace » dans la dualité relative au morphisme (fini) Fabs- 

Lemme 3.1. — Soit X une variété algébrique de dimension d = 2m ^ 2 propre et lisse sur 
k. On suppose qu'il existe une 2-forme fermée ^ telle qu'on ait ïl^{X, O^) = k-^ et îî^"* 0. 

1. Si C(n) 7^ alors l'invariant de Hasse-Witt de X est non nul. 

2. On suppose de plus H°(X, cjx) = k ■ Çi^"^. On a alors C{Q,) ^ si et seulement si 
l'invariant de Hasse-Witt de X est non nul. 

Démonstration. — On sait que l'application 

ïl\X,ux) ^ H0(X,Fabs*i4bs^x) ^ HO(X,a;x) 
induite par «k l'application trace » est duale de l'application de Hasse-Witt 

F:^,:R^{X,Ox)~^îid{X,Ox). 

On en déduit en particulier que l'invariant de Hasse-Witt de X est non nul si et seulement s'il 
existe une forme oj sur X de degré d telle que C(a;) j^O. 
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On a C{Q) = AO, pour un scalaire A E A: convenable. On a donc 

c{nA-- - An) = c{n) a • • • a c{n) = x'^n. 

^ " ' ' V ' 

m facteurs ^ facteurs 

On conclut maintenant facilement. □ 

On montre avec des arguments analogues le résultat suivant. 

Lemme 3.2. — Soit X une variété algébrique symplectique propre sur k, de dimension d = 
2m. On suppose que toutes les 2-formes sur X sont fermées. Alors l'invariant de Hasse-Witt 
de X est non nul si et seulement si l'application H'^(X, Fabs*-2^f^x) — ^ H'^(^i ^x) induite par 
l'opérateur de Cartier est surjective. 

3.2. Scindage de Probenius. — Soit X une variété algébrique sur k. On note encore 
-^abs '■ X X le morphisme de Frobenius absolu. On dit, suivant Mehta et Ramanathan 
( [MR85) ). que l'application de Frobenius est scindée (on dit que X est <k Frobenius split » en 
anglais) si l'homomorphisme de Ox-modules i^^^^ : Ox — > -^abs*Ox l'est, c'est-à-dire, s'il existe 
un morphisme Ox-lineaire ip : Fabs^Ox Ox tel que (p o F^^^^ soit l'application identité de 
Ox- 

On termine ce paragraphe avec un énoncé dont on ne se servira pas par la suite faisant le 
lien entre l'existence d'un scindage de Frobenius et l'invariant de Hasse-Witt de X. 

Lemme 3.3. — Soit X une variété symplectique irréductible propre sur k de dimension d = 
2m. Soit Vl G H°(X, r2^)\{0}. On a alors C(0) / si et seulement si l'application de Frobenius 
est scindée. 

Démonstration. — On sait que l'application Ox-linéaire 

Ox F,^,,Ox 
est scindée si et seulement si « l'application trace » 

Fahs*Znx = Fshs*^x — > 

l'est (voir par exemple |BK05l Proposition 1.3.7]) ; c'est encore équivalent au fait que l'appli- 
cation 

H°(X, Fshs^ZVL^) = H°(X, Fabs*^^x) — ^ H°(X, il^) 
soit non nulle puisque Çi^'^ est un générateur de ojx en tout point et k est un corps parfait. 
On termine comme dans la démonstration du lemme 13.11 □ 



4. Sur un corps fini 

Soit k un corps fini de caractéristique p k q = p"" éléments, où a est un entier naturel non nul. 
On note W = W{k) l'anneau des vecteurs de Witt de k, Ko = W[^] son corps des fractions et 
cr l'automorphisme de Frobenius de W. Soit X une variété sur k. Le morphisme de Frobenius 
absolu Fabs : X ^ X induit par transport de structures un endomorphisme a-linéaire de la 
cohomologie cristalline îl*j.^g{X/W) noté Fcris- 

Lemme 4-i- — Soit X une variété algébrique projective et lisse sur k de dimension 
d. On suppose }î*j.^^{X/W) sans torsion et on suppose que la suite spectrale de Hodge 
= W{X,Q.^x) =^ B^{X/k) dégénère en Ei. Soit s e {0, . . . ,d}. Si l 'une des valeurs 
propres de l' endomorphisme KQ-linéaire F^^.^^ de îll^i^{X/W) Kq a une valuation p-adique 
nulle (où la valuation est normalisée par la condition que la valuation p-adique de q = p"" est 
1) alors il existe VL G H°(X,Z175^) telle que C{Q) / 0. 
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Démonstration. — Si (M, F) est un F-isocristal sur A; et A G Q, on note Mx le plus grand 
sous-F-isocristal de M de pente A et, pour I C Q, on note Mj = 0jg/ Mx (voir par exemple 
p79l II.3.4]). 

On note k une clôture algébrique de k, W{k) l'anneau des vecteurs de Witt de k, KQ{k) = 
W(k)[^] son corps des fractions et â l'automorphisme de Frobenius de W(k). On note enfin Fcris 
l'endomorpliisme de îi*j.^g{X ^k/W{k)) induit par le Frobenius absolu de X ^k. On a alors un 
isomorphisme canonique H*j,jg(X (g) k/W(k)) ~ R'^^g^X/W) (^VK W(k) tel que Fcvis = -^cris ^ ^ 
car H*j.is(X/VF) est sans torsion. On rappelle que pour tout entier i ^ 0, les pentes du F- 
isocristal (Rl^i^iX/W) 

î -^cris) sur k sont, par définition, les pentes du i^- isocristal (H*j.jg(J(' 

k/Wik)),F,n,) sur k. 

On considère le F-isocristal (M = ^^^.^^{X/W) 0w Kq,F = Fcris ® Ma'o)- On rappelle 
qu'alors les pentes du F-isocristal M sont les valuations p-adiques des valeurs propres de 
l'endomorpliisme F^j.^^ Cg) Ïà-Xo ^Ivisi-^/^) ®w Kq (voir [Man63j ). On a donc 

dim(Af[o]) ^ 1 

par hypothèse. 

On note rj la classe d'une section hyperplane de X dans Y{^^-^g{X/W) ®vf Kq. On déduit du 
théorème de Lefschetz fort ( [KM74] ) et du théorème de dualité de Poincaré ( |Ber74] ) que 
l'application 

M ® M Yilf-^g{X/W) (^w Ko{s - d) ~ Ko{s) 

a ® /3 ^ a- (3 ■ rj'^~^ 

induit un isomorphisme (dépendant du choix de r/) 

RomKoiM,Ko)c^M{-s) 

compatible à l'action de Frobenius. On a donc 

dim(M[,]) =dim(M[o]) ^ 1. 

On en déduit aussi que les pentes de M sont dans [0, s] (voir également |Ber73j ). 

On rappelle qu'il existe une « VF-algèbre différentielle graduée strictement anti-commutative » 
PFil^c (dépendant fonctoriellement de X) appelée complexe de de Rham-Witt dont la coho- 
mologie calcule la cohomologie cristalline ^.'^.^^{X/W) ( |I1179j ). On en déduit l'existence d'une 
suite spectrale, dite suite spectrale des pentes, 

El^ =RHx,wn),)^îi'^i{x/w) 

où, pour tout i ^ 0, les iCo-espaces vectoriels W {X,WQx) Kq sont de dimensions finies 
(voir [111791 Théorème II. 2. 13]) et H°(X, V^f]^) est un VF-module libre de type fini (voir 
[111791 Corollaire II.2.17]). Le Frobenius absolu de X induit un endomorphisme (de VF-algèbre 
différentielle graduée) de VF^Î^f ^^oté également Fcris- La suite spectrale des pentes dégénère en 
El et fournit des isomorphismes de F-isocristaux (voir [111791 Corollaire ILS. 5]) 

et on a donc 

(H0(X, Wn'x) Ko, Feris ® Uko) = UKrisiX/W) (^w i^0)H, i^cris ® Uk^)- 

On note ai, . . . , les valeurs propres de l'endomorphisme i^j,ig (g) Id/^p de H^j,jg(X/VF) ®w 
Kq. On rappelle que le polygone de Newton du F-isocristal M = H^j.jg(X/VF) ®w Ko est le 
polygone de obtenu en portant bout à bout à partir du point (0, 0) des segments de pente 
la valuation p-adique de ai et de projection horizontale la multiplicité de la valeur propre 
Oj. Le polygone de Hodge « géométrique » de X sur k est le polygone de obtenu en 
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portant bout à bout des segments de pente i et de projection horizontale le nombre de Hodge 
._ dimA:(H*"*(X, 0^)) partant également du point (0,0). 

On sait, d'après le théorème de Mazur et Ogus QM £iz72] . |Maz73] et |B078) ). que le po- 
lygone de Newton de (R'^j.^g{X/W) (S>w -f^Oi-^cris ^ Id^-o) est au-dessus du polygone de Hodge 
« géométrique » de X sur k et qu'ils ont mêmes extrémités. On déduit alors de [Kat791 Theo- 
rem 1.6.1] que le F-cristal (H°(X, 1^175^), F^is) est un facteur direct de (H^i,is(^/^)) -^cris)- 

On sait également que l'endomorphisme (de PF-algèbre différentielle graduée) de IVri^^ induit 
par le Frobenius Fabs est « divisible » par sur WQ^ ^ 0) d'après |I11791 1.2.19]. On en 
déduit que le F-isocristal (H^{X,WO,x) Kq, Fais ® M/Cq) est pur de pente s puis que le 
F-isocristal (H°(X, Wilj^) <S)w Kq, ^Fcris ® Uko) est pur de pente 0. 

Le F-cristal (sur k) (H°(X k,Wœ^^-^) = R^{X,Wn%) W{k), ^F^is «> ^) est donc 
certainement un cristal unité (voir |Kat72[ 2.1]) et possède une W^(fc)-base {WÙt)t£T telle que 
^FcrUWÙt) = WÙt pour tout t G T où WÙt G H°(X k, W^'^^-^). On note au passage que 
T est non vide puisque dim(M[^]) ^ 1. 

La projection WCl'^^j^ — > ^'x^j^ induit un morphisme de la suite spectrale des pentes 

El^ = W{X ^ k, Wn^^-^) =^ E^{X k/W{k)) 
vers la suite spectrale de Hodge 

= W{X k, n),^-,) =^ Hi^^ix ® k/k). 

On sait, par hypothèse, que la suite spectrale de Hodge dégénère en Ei ; en particulier, toutes 
les formes différentielles sur X ou X i^k sont fermées. On a donc un diagramme commutatif 



hO(X ~k, WQ'^^-^) k ^ H^^i,(X » k/W{k)) k 



R\X k, ZQ-l^^-J . Hâj,(X k/~k) 

où, la flèche verticale de droite, déduite de la suite exacte des coefficients universels (voir 
|Ber741 VH 1.1.11], est un isomorphisme. On sait aussi que la flèche horizontale du haut est 
injective puisque il^{X k, W^^^^^) est un facteur direct de H^j,ig(X (g) k/W(k)). On obtient 
ainsi une flèche injective 

hO(x (g, ~k, wn'xm'^ (gk^ hO(x (g, k, zn'^^-^). 

On en déduit que, pour tout t ÇiT, l'image Ùt de WÙt par 
hO(X k, Wù'x^-^) ^ hO(X ® fc, Wù^xm) ® ^ ^ hO(X ® k, Zn^xm) = ® ~k, 17^^^) 



est non nulle. 
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On rappelle enfin que, par choix de WQt, on a ^Fcris(W^^t) = WQf Or p-Fcns relève 
l'opérateur C~^, autrement dit le diagramme 



H°(X(g)A;,17 



R'{x<E^-k,n^^^,/Bn 



c- 



X^k' 



est commutatif (voir [11179^ Proposition 3.3]). On a donc C{Q.t) 7^ pour tout t £ T. On en 
déduit facilement qu'il existe O G H°(X, Zn%-) telle que C(il) / 0. □ 



5. La méthode d'Ogus, Bogomolov et Zahrin 

On considère un corps de nombres K et on fixe une clôture algébrique K de K. Soit i un 
nombre premier. 

On rappelle dans un premier temps l'énoncé de la conjecture de Tate r |Tat65j et |Tat94j ) 
sur les corps de nombres. 

Conjecture 5.1 (Tate). — Soit X une variété projective et lisse sur K, géométriquement 
intègre. L'application cycle induit une surjection 

NS(X O K)) ®zQe^[J H?t(^ ^ K, Qe){lf 

u 

où u parcourt l'ensemble des sous-groupes ouverts de Gal{K / K) . 

Soit V une place finie de K. Le corps résiduel ky est un corps fini k Ny = p'^" éléments oii 
est la caractéristique du corps /ct, et 0^, est le degré de l'extension k^ sur Fp. Si V est un 
Q^-espace vectoriel de dimension finie, v est une place de et p : Gal(^/iîr) — > GL(y)) est 
une repésentation non ramifiée en on note F^^p € GL(y) un « élément de Frobenius » (ou 
plus exactement la classe de conjugaison correspondante). 

On peut maintenant rappeler l'énoncé (d'un cas particulier) de la conjecture de semi- 
simplicité (voir |Kat94j et |Tat94j ) sur les corps finis. 

Conjecture 5.2 (« Conjecture de semi-simplicité »). — Soit X une variété propre et 
lisse sur K . On considère la représentation p : Gal{K / K) — > GL(H|^(X (8» K, Q^)). existe 
alors un ensemble fini V de places ultramétriques de K tels que, si v est une place finie de K 
et V alors p est non ramifiée en v et F^^p est semi-simple. 

On aura besoin dans la suite du résultat facile suivant. 

Lemme 5.3. — Soit X une variété projective et lisse sur K , géométriquement intègre. On 
suppose que la conjecture de Tate est vraie pour X . On suppose enfin 

rang(NS(X(g)K)) < dimq^ (H?t(X (g) i^, )). 

On note G l'image du groupe de Galois absolu Gal{K/K) par la représentation i-adique 
Gal{K/K) GL(H?t(XOi?,Q^)(l)). Alors le groupe de Lie i-adique G est de dimension 
^ 1. 
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Démonstration. — On suppose par l'absurde que G est un groupe fini. Il existe donc une 
extension galoisienne finie K C L C K telle que le groupe de Galois absolu U := Gal{K / L) 
agisse trivialement sur H|^(X (g) K, Q^)(l). On a alors 

B.iiX K, Q,){lf = RliX ^ K, Q,)(l) 
et l'application cycle induit donc une surjection 

NS(X ^ K)) 0z Qe ^ H|t(X ® K, Q^)(l). 
On a obtenu la contradiction cherchée. □ 

On note Ok l'anneau des entiers de K. On considère une variété X propre et lisse sur K. 
Soit / : — > Spec(C'i^) un modèle entier de X, autrement dit, X est un schéma intègre 
et X K est isomorphe à X sur K. Soit V un ensemble fini de places non archimédiennes 
de K tel que / soit lisse au-dessus de Spec(C'/^ [V~^]). On considère la représentation p : 
Gal{K/K) GL{Rl{X^K,Q^)). On fixe une place finie v de K, v ^V, et on note Fahs,v le 
Frobenius absolu de X^. On rappelle que, par le théorème de changement de base lisse ( |sga73 



Exposé XVI]) et |sga77t Exposé XV], les valeurs propres du <c Frobenius géométrique » F„ ^ 



sont aussi les valeurs propres de Fahs,v x Id^^ agissant sur kv,Qi)- Le polynôme 

det(Idjj2 (x^^k^ Q^) — F^,pt) est à coefficients entiers (indépendants de i ^ py) d'après |Del74] : 
les valeurs propres de F"^ sont donc des entiers algébriques. 

Le résultat suivant est essentiellement dû à Ogus ( [DMOS821 Exposé VI]) d'une part, 
Bogomolov et Zahrin ( |BZ09| ) d'autre part. 

Lemme 5.4- — Soit X une variété projective et lisse sur K, géométriquement intègre. On 
suppose que la conjecture de Tate et la conjecture de semi-simplicité sont vraies pour X . On 
suppose également £ > 262 où 62 := dimQ(HB(^ (>S> C, Q) et on note p la représentation 

Ga\{K/K) GL(H?t(X K, Q^)). 

On suppose enfin 

rang(NS(X K)) < dimQ^(H|t(X K, Q^)). 

Il existe alors un ensemble S de places ultramétriques de K de densité > tel que, si f G S 
alors 

• ky est un corps premier de caractéristique p^ 7^ i, 

• p est non ramifée en v, 

• les valeurs propres du « Frobenius géométrique » F~p sont des entiers algébriques et l'une 
d'elles a une valuation p^-adique nulle (où la valuation est normalisée par la condition 
que la valuation p^-adique de p^ est 1). 

On peut également supposer la densité de S égale à 1 quitte à remplacer K par une extension 
finie L de K convenable. 

Démonstration. — On note Xi '■ Gal{K/K) Z| le caractère cyclotomique £-adique ; l'action 
de Gal{K/K) sur le module de Tate £-adique 2^(1) est induite par xe- On rappelle que si v 
est une place de K qui n'est pas divisible par i alors xe est non ramifié en v et XeiFv) = Pv 
On considère les représentations 

p : Gal{K/K) GL(H?t(X K, Z^)) C GL(H?t(X K, Q^)) 

et _ _ 

p(^X£- Ga\{K/K) GL(H|t(X (g) K, Z^)(l)) C GL(H|t(X (g) K, Q^)(l)). 
On considère un ensemble V de places ultramétriques de K tel que, si v est une place finie 
de K et v alors p est non ramifiée en v semi-simple. 
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On peut toujours supposer, quitte à élargir V, que si v est une place finie àe K et v alors 
Py 7^ On peut également supposer, d'après la discussion ci-dessus, que les valeurs propres de 
F~p sont des entiers algébriques. 

On considère une extension galoisienne finie L àe K contenant toutes les racines £-ième de 
l'unité telle que la représentation induite par p 

Gal{K/L) GL(H|(X K, Z^) ® (Z^/^Z^)) 

soit triviale. 

On sait d'après le théorème de densité de Cebotarev que l'ensemble Si des places finies de 
K de corps résiduels premiers et totalement décomposées dans L est de densité > 0. On sait 
aussi, d'après |Ser81[ Théorème 10] et le lemme 15.31 que l'ensemble E2 des places finies v de 
K hors de V (la représentation p Çi> xe. 6st non ramifiée en dehors de V puisque p l'est) telles 
que F^,p®x« ^ ^^nl{xm,citm °^ encore F^,p / Pv^^^yi%(x<?)K Mi) ^ ^"^^ densité égale à 1. 

On pose E := El n S2 ; c'est un ensemble de places ultramétriques de K (en lesquelles p est 
non ramifiée) de densité > et disjoint de V. 

Il reste, pour terminer la démonstration du lemme, à voir que si w € E alors l'une des valeurs 
propres de F^^p a une valuation p^-adique nulle. 

Soit f G E. On suppose, par l'absurde, que toutes les valeurs propres du « Frobenius 
géométrique » F~p ont une valuation pt,-adique (entière puisque est un corps premier) > 0. 
On a donc \ Tt{F^J^ ) (dans Z). On en déduit que ^F~p est unipotent d'après [DMOS821, 
VI. Proposition 2.7]. On va donner l'argument parce qu'il explique l'hypothèse l > 2^2 et le 
rôle de l'extension L. On considère w une place finie de L au-dessus de v. On note tw la trace de 
F~^p. On note que, puisque = 1, F^^p = F^^p. On at^ = Pwt'^ avec t'^ £ Z par hypothèse. On 
a bien sûr tw = X]i^i^fe2 °^ ('^î)i^î^fe2 sont les valeurs propres de F~^p. On rappelle que ai 
est un entier algébrique de module = p^ ([Del74]) et que € Z {loc. cit). On a alors d'une 
part tyj = 62 modulo £ puisque la représentation GaX{K /L) — > GL(H?^(X(8)^, 7j()Çi){7ii/ Œi)) 
est triviale et — 1 = modulo i puisque kyj est un corps premier et L contient un racine 
primitive ^-ième de l'unité. On a donc t'^j = 62 modulo l et \t'w\ ^ 62- On en déduit que = 62 
puisque i > 262 (et t'^ E Z) puis que = Pwb2 et finalement que ai = aj pour tout i,j 
dans {1, . . . ,62}- On a donc montrer que ^F~^p = ^F~p est unipotent. On en déduit que 
Fv,p = ^Idjj2 (^xiS)K Qi) puisque, par hypothèse, Fy^p est semi-simple. On a ainsi obtenu la 
contradiction souhaitée. 

On obtient la deuxième assertion du lemme en remplaçant K par L ; en effet, d'après le 
théorème de densité de Cebotarev, l'ensemble des places finies de L dont le corps résiduel est 
premier a une densité 1. □ 



6. La construction de Kuga, Satake et Deligne 

On étend dans ce paragraphe un résultat de Deligne ( jDeI72j ) utilisant une construction 
due à Kuga et Satake ([KS67J) ; Deligne explique dans loc. cit. comment la structure de Hodge 
H|(Xo, C) d'une surface K3 Xq s'exprime à l'aide des variétés abéliennes. On va expliquer que 
c'est encore le cas lorsque Xq est une variété symplectique irréductible. Le résultat avait déjà 
été observé (de façon indépendante) par d'autres auteurs (voir par exemple |And96j ). 

On commence par expliquer ce qui doit être modifié dans |DeI72| . 

Soit (Xq, rjo) une variété symplectique irréductible polarisée sur C {r]o G Pic(Xo) est la classe 
d'un faisceau inversible Lq ample sur Xq). On pose &2 = ^2(-'^o) et d = dim(Xo). 
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On note {f : X ^ S,L) une déformation universelle de {Xo,Lq); S est le spectre d'un 
anneau de séries formelles de dimension 62 — 3 (voir par exemple |Huy99 1.15]). On a supposé 
Lq ample sur Xq et / est donc algébrisable. On a donc un diagramme cartésien 



X — ^X 

/' / 

S — -s 

oii S est un schéma de type fini sur C et X est une famille de variétés symplectiques irréductibles 
sur S. On a aussi un faisceau inversible L sur X, ample sur S, induisant L sur X. On peut 
même, grâce au théorème d'approximation d'Artin, trouver S tel que S soit le complété formel 
de S en l'image du point fermé de S. 

On note i] € r(S', R|/^,Z) la classe de L. On désigne par Pg/*Z le noyau de l'application 
Z-linéaire 



a 



1-4- a ■ r] 



d-l 



et on note 



V':P|/*Z(1)®P|/*Z(1) -^Z 

l'application induite par 



R|/,Z(1) $D R|/*Z(1) R|^/,Z(c?)~Z 

a (8/3 I — > a ■ 13 ■ 7]'^''^ . 

On sait (voir [Bea83', Corollaire 1]) et c'est essentiel pour faire fonctionner l'argument de 
Deligne que la variation de structures de Hodge polarisées (Pb/*Z(1), î/') est une déformation 
universelle de (Pb(Xo, Z)(l), 'i/'o)- On sait également que la forme quadratique réelle déduite 
de ■00 est de signature (2, 62 — 3) (voir par exemple [Wei58J ) . 

On fixe maintenant un nombre premier i. On peut bien sûr remplacer l'anneau des coef- 
ficients Z par Zf ci-dessus. On peut aussi considérer la cohomologie ^-adique. On obtient un 
faisceau lisse P?^/*Z^(1) sur S et une forme bilinéaire 

# : P|t/*Z,(1) ® Pit/*ZK1) Z„ 

qui, via l'isomorphisme de comparaison P|^/^,Z£(1) ~ Pb/*Z£(1) (voir |sga73| Exposé XI]), se 
déduit de ijj par extension des scalaires. 

Soit V un module libre sur un anneau A, muni d'une forme quadratique Q. On note C{V, Q) 
l'algèbre de Clifford associée à {y.,Q) et C~^{V,Q) sa partie paire. 

On obtient le résultat suivant en reprenant mot pour mot la démonstration de |Del72^ 
Proposition 6.5]. 

Proposition 6.1. — Soit Xq une variété symplectique irréductible polarisée sur un corps K C 
C. On pose C := C+(P|(Xo ® C, Z)(l), V'o)- 

1. Il existe : 

(a) un schéma S de type fini sur Q, une famille f : X S de variétés symplectiques 
irréductibles polarisées, paramétrée par S et une extension finie L de K et un point 
s de S défini sur L tel que Xg soit isomorphe à Xq L ; 
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(b) un schéma abélien a : A ^ S et fj, : C ^ Endc(^) ; 

(c) un isomorphisme de Ta^- faisceaux d'algèbres sur S 

u : C+(P?t/*ZKl), V'^) ^ Endc(Ria*Z£). 

2. On suppose C Q. // existe alors un ensemble fini V de places ultramétriques de L tel 
que As ait potentiellement bonne réduction en toutes les places finies de L n'appartenant 
pas à l'ensemble V. 

Remarque 6.2. — On peut préciser un peu la dernière assertion de la proposition précédente. 
Soit «Y — )• 5 un modèle entier de f : X ^ S ; S est un schéma intègre de type fini sur Z, 
S est la fibre générique de 5 ^ Spec(Z) et X s'identifie à la fibre générique de X ^ S 
comme 5-schéma. Il existe un ensemble fini V de places ultramétriques de L et un morphisme 
Spec(OL[V^"'^]) — )• S qui relève Spec(L) — > S" C 5. On peut aussi supposer X Spec(C'L[V^^]) 
lisse sur Spec(C'L[V^^]) ; V convient. 

7. Sur un corps de nombres 

On considère un corps de nombres K et on fixe une clôture algébrique K de K. Soit ^ un 
nombre premier. 

Soit Xq une variété symplectique irréductible polarisable sur K. On rappelle que le groupe 
de Galois Gsl{K/K) agit sur H|(Xo K, Q^) par transport de structures. On étudie dans ce 
paragraphe la représentation ^-adique Gsl{K / K) — > GL(H|^(Xo ® K, Q^)). 

Théorème 7.1. — Soit Xq une variété symplectique irréductible polarisée définie sur K . On 
suppose ou bien rang(NS(Xo K)) ^ 2 ou bien dimq^ (H?^. (Xq (8) -ftT, Q^)) pair. Il existe alors 
un ensemble fini V de places ultramétriques de K tels que, si v est une place finie de K et 
V alors p est non ramifiée en v et F^^p est semi-simple. 

Démonstration. — Soit r/o € H?^(Xo ® K,Cl()[l) une polarisation de Xq définie sur K. On a 
une décomposition en somme directe 

H|(Xo Q,)(l) = Q, ■ % e Pit(^o ® K, Q,)(l) 

de Gal(-^/i^)-modules et il suffit donc de montrer l'assertion correspondante pour le 
Gal(K/iv:)-module P|t(^o ® K, Q£)(l). 

On considère (5, X, /, L, A, a, ;U, u, Vl, s) comme dans la proposition 16.11 Soient — > 5 
un modèle entier de / : X — > S*. On suppose comme dans la remarque 16.21 qu'il existe un 
morphisme Spec(OL[V2^^]) S relevant Spec(L) — S" C 5 tel que X xs Spec(OL[V^^]) soit 
lisse sur Spec{OL[Vj;^]). 

On peut toujours supposer que Vl contient toutes les places finies de L dont le corps 
résiduel est de caractéristique i. 

On note V l'ensemble des places finies de K qui divisent l'une des places de Vl- On note 
p la représentation Gal{K/K) — > GL(H?^(Xo (8> K, Q^)). On peut toujours supposer, quitte à 
élargir V, que p est non ramifiée en v ^V. 

On fixe une place finie v de K telle que v ^ V et w une place finie de L au-dessus de v, 
de sorte que w Vl. Il suffit de montrer que F^^p est semi-simple. On sait en effet qu'une 
puissance convenable de F^^p est un élément de Frobenius en w donc conjuguée à F^^p. On 
déduit l'assertion cherchée du lemme[721 On peut donc également supposer, quitte à remplacer 
K par L, que s est défini sur K. 

On sait, d'après le théorème de changement de base lisse ( |sga73t Exposé XVI]), qu'on a 
un isomorphisme 

PUXs K, Q,) ~ PiiX, h, Qi) 
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par lequel l'action de F^ ^ sur P|^(Xo ® K, Q^) correspond (à conjugaison près) à l'action de 
-^bs ^ ^'^ky sur P?^(<Yt, ky, Qg) (voir |sga77t Exposé XV]). On sait aussi que, par choix de v, 
Ag a potentiellement bonne réduction en v. Quitte à remplacer K par une extension finie et 
Fy^p par une puissance convenable de lui-même, on peut donc supposer, en tenant compte à 
nouveau du lemme [7^ que Ag a bonne réduction en v. On note A^ sa réduction en v. 

On pose à nouveau C := {P'^{Xq (S> C , Z)(l), V'o)- On sait d'après la proposition 16. Il qu'on 
a un isomorphisme de Gal(-^/i^)-modules 

C7+(P|(X, <S) K, Z^)(l), Vf -^) ~ Endc(H]t(^ ® ^, Z^)) 
qui se réduit à un isomorphisme de Gal(Â:^/A;„)-modules 

(1) u^h: C+(Pi{X^(^h,Ze){l),'ilje0h) ^Endc{îilt{A^ <^K,Ze))■ 
On suppose rang(NS(Xo K)) ^ 2. On peut trouver une classe algébrique /3o £ ^éti-^o ® 

K, Q^)(l) linéairement indépendante de r/o sur telle que {ijji^K){f3Q) ^ 0. On peut toujours 
supposer /3o € P%{Xq (g) Q£)(l)*^^'*^^/^) quitte à remplacer K par une extension finie. On 
note f5v G P?j(A't, (g) Â;„,Q^)(1) l'image de /3o € P?^(Xs (8) Q^)(l). On note au passage que 
(resp. /3^) est invariant sous Gal(ky/ky) (resp. Gal(-ftr/i^)) puisque • (resp. • /3^) 
l'est. 

On rappelle que par définition, on a un isomorphisme de Gal(/ct,/A;„)-modules 

2i 

(2) C+iPÎd^v fe., Q,)(l), V£ ® fe.) ^ /\iPÎtiXv fe., Qf)(l)). 

On considère alors l'application Q^-linéaire de Gal(A;„/A:t,)-modules 

PU'^v kv, Qi){l) 3 EndcinlM, k,, Q,)) 

a i-T- (n (g) fc„)(a A /3„) 

induite par ([T]). 

On sait bien que l'action de F^^^ x Id^^ sur H|^(A„ (g) Â;t,,Q£) est semi-simple (voir par 
exemple [DMOS82| VI. Lemma 2.10]). On en déduit que F^^^ x Id^^ agissant sur (3^ est semi- 
simple puis que la restriction de F^^p a (3q l'est aussi. Or {il>£ (S) -^)(/3o) 7^ et on a donc une 
décomposition en somme directe de Gal(E:/i^)-modules P^Xs O i^,Q^)(l) = • /3o © 
On conclut facilement dans ce cas. 

On suppose maintenant dimq^ (H?^. (Xq (S> K, Qg)) = 2r + 2 pour un entier r ^ 1. On a un 
isomorphisme de Gal(Â!t,//ct,)-modules 

2r 2r+l 

(3) /\P?t(<Y.0^.,Q,)^HomQ^(P?t(A',CÏ5fe.,Q,), /\ PUx,^h,Qe))- 

On déduit de ([T]), ([2]) et ([3]) que le Gal(Â;t,//ct,)-module P?^(A'„ k^,Qg){l) est un facteur 
direct du Gal(fe„/A;t,)-module HomQ^(End(H|^(A„(8)Â!t,, Q^)), Q^)) puisqu'on a un isomorphisme 
de Gal(Â;^/A:î,)-modules A^*^"^^ ^ïi^v h, Qe)i'2r + 1) ~ Q^. On sait par ailleurs que l'action 
de i^j^g X Id^^ sur H|^.(^t, (S> k^, Q^) est semi-simple et celle de F^^p sur H|^(Xs (S) K, Q^) l'est 
également. Ceci termine la démonstration du théorème. □ 

Lemme 7. 2. — Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur corps K de caractéristique 
et soit u un endomorphisme de V. Soit r un entier ^ 1. Si u est inversible et est semi-simple 
alors u est également semi-simple. 
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Démonstration. — Soit K une clôture algébrique de K. On pose V := V0K et û := u^Id^ E 
Endj^{V). Quitte à remplacer V par l'un des sous-espaces propres de ïf, on peut toujours 
supposer qu'il existe X G K \ {0} tel que = AIdy. Soient ( £ K une racine primitive r-ième 
de l'unité et P := niG{i r}(^ ~ C-^) ^ ^['^] ; P est scindé, à racines simples et P{û) = 0. On 
conclut facilement. □ 

8. Démonstration du théorème 11.11 

On commence par un résultat général. 

Proposition 8.1. — Soit X une variété algébrique projective et lisse sur K, géométriquement 
intègre, de dimension d = 2m. On suppose qu'il existe une 2-forme Q telle qu'on ait 
}î^{X,Çl'j^) = K ■ ft et il^"* 7^ 0. On suppose enfin que la conjecture de Tate et la conjecture 
de semi-simplicité sont vraies pour X. On considère un modèle entier f : X Spec(C'ft') de 
X et un ensemble fini V de places non archimédiennes de K tel que f soit lisse au-dessus de 
l'ouvert Spec{OK[V~^]) de Spec{OK)- H existe alors un ensemble S de places ultramétriques 
de K de densité > tel que pour tout v G S \ V l'invariant de Hasse-Witt de soit non nul. 
On peut supposer la densité de E égale à 1 quitte à remplacer K par une extension finie L de 
K convenable. 

Démonstration. — On peut toujours supposer, quitte à élargir V, que pour toute place finie v 
V la cohomologie cristalline lA*^-^^{Xy /W {ky)) est sans torsion sur W{ky) ( |JROH Proposition 
6.6.1]) et que la suite spectrale de Hodge E^^ = W {X^^Vl'^-^ ) =^ 'iH'^ {X^ / ky) dégénère en Ei 

mm)- 

On fixe un nombre premier £ > 2 dimQ(HB(^ (8) C, Q). On note p la représentation ^-adique 
Gal(i^/i^) ^ GL(H?t(X (g) K, Q^)). On sait d' après le lemme 15.41 qu'il existe un ensemble S 
de places ultramétriques de K de densité > tel que, si v G S alors 

• ky est un corps premier de caractéristique py ^ £, 

• p est non ramifée en v, 

• les valeurs propres du <c Frobenius géométrique » F~p sont des entiers algébriques et l'une 
d'elles a une valuation p„-adique nulle (oii la valuation est normalisée par la condition 
que la valuation p„-adique de pv est 1). 

Soit u E S \ V. On déduit alors du lemme 14.11 qu'il existe Qy G H°(A'^,Z'J7^ ) telle que 
C{Qy) 7^ et enfin du lemme [XT] que l'invariant de Hasse-Witt de Xy est non nul. □ 

On est maintenant en mesure de démontrer le théorème 11.11 

Démonstration du théorème \l.l\ — On remarque que sous les hypothèses du théorème, on a 
toujours b2{X) ^ 4. On sait alors d'après |And96l Theorem 1.6.1] que la conjecture de Tate 
est vraie pour X. On déduit maintenant le résultat cherché de la proposition 18 . 1 1 et du théorème 

□ 
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